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Введение

Прогресс науки и техники тесно связан с 
разработкой и освоением теории и практики раз-
личных технических систем обработки инфор-
мации. Изучение Мирового Океана неразрывно 
связано с развитием гидроакустических средств 
как гражданского, так и военного назначения.  

Широкое внедрение вычислительных средств 
позволяет реализовывать все более сложные мате-
матические моделеи, с целью адекватного отобра-
жения преобразования сложных широкополосных 
сигналов (ШПС) в среде и описания сопутствую-
щих шумов и помех.  Все это требует учета согла-
сования средств обработки с симметрией сигналов, 
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которые возникают в процессе распространения 
сигнала в океанической среде и отражении от 
подвижных целей.  Одно из перспективных 
направлений в развитии теории сигналов осно-
вано на теоретико-групповых представлениях, 
которое позволяет учесть преобразование ШПС 
и с единых позиций трактовать теорию сигналов, 
повысить эффективность решения задач обна-
ружения, уменьшить вычислительные и емкост-
ные затраты.  Новизна рассмотренных в статье 
решений состоит в исследовании преобразова-
ний сигналов в каналах как действие группо-
вых операций между сигналами и импульсными 
характеристиками гидроакустических каналов. 
Это взаимодействие может быть описано сверт-
кой. Свойства свертки, как правило, полагают 
инвариантными относительно сдвига во вре-
мени и пространтсве, что соответствует условию 
проственно-временной стационарности канала. 
Однако разообразие различных физических 
процессов, возникающих при передаче акусти-
чепской энергии в Мировом Океане, в том числе 
порождаемых движением носителя ГАС и цели, 
не позволяет считать гипотезу их однородности 
и стационарности справедливой. Необходимо 
отметить, что большой вклад во внедрение и раз-
витие теоретико-группового подхода в гидроаку-
стику внес В.А. Сапрыкин, начальник кафедры 
ВВМУРЭ им. А.С.Попова. Его научная школа 
включает более ста кандидатов и докторов наук.

В связи с вышесказанным, тематика научного 
исследованния рассмотренного статье и направ-
ленного на построение групповых математических 
моделей гидроакустических сигналов и взаимдей-
ствия со средой является важной и актуальной как 
в теоретическом, так и в практическом плане.

Групповые модели гидроакустических 
сигналов

Процесс влияния океанической среды пред-
ставим в виде следующей посдедовательности 
этапов.

1. Рассматривается  понятие «действия сре-
ды на сигнал (преобразования сигнала)» в виде 
определения сначала понятия группового сигнала 

( )s g , где g G∈ , G – группа преобразований,  и 
задания далее обобщенной (абстрактной) опера-
ции ( )T g  действия на сигнал [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

( ) ( ) ( )1
0 0T g s g s g g−= .                    (1)

При этом множество ( ){ }T g  также образует 
группу преобразований.   

2. Решается обратная задача, суть которой 
состоит в нахождении в классах групп преобра-
зований ( ){ }T g  конкрентного класса представле-
ния { }0T , который  наилучшим образом описывает 
физическую природу передачи сигналов в Океане. 

3. На основе конкретного представления { }0T  
групп 0G  формируется свертка и взаимная кор-
реляционная функция групповых сигналов, т.е. 
формируются  методы гармонического анализа, с 
помощью которых и решается поствленная науч-
но-техническая проблема. 

При описании физических явлений и сигналов 
интерес представляют только те модели, которые 
обладают симметрией (устойчивостью, инвариант-
ностью), относительно выбранной системы коор-
динат. 

Важнейшей точкой зрения в исследовании 
различных каналов передачи информации явля-
ется гармонический анализ групповой природы, 
позволяющий ввести такие новые энергетические 
характеристики как спектральные, а также вза-
имные спектральные плотности между входом и 
выходом канала на группах. Кроме аддитивных 
шумов в гидроакустическом канале присутствуют 
мультипликативные флюктуации, интерпретируе-
мые как сверточные шумы. Природа формирова-
ния этих шумов зависят от многих факторов, в том 
числе температуры, внутренних волн и т.д.

Из физических представлений можно выде-
лить группу линейных преобразований времени 
(аддитивно-мультипликативное преобразование), 
которая является произведением группы сдвига  
и группы подобия, которую будем обозначать как 
AM . К этому преобразованию необходимо отно-
сится системно, т.е. рассматривать его как единое 
физическое явление. При таком подходе удается 
получить системмые свойства сигналов, которые 
невозможно выявить при изучении ее подгрупп. 
При изучения группы AM ,  рассмотрим подход, 
при котором с помощью свойств группы M  (муль-
типликативная группа) изучаются смежные классы 

/AM A  (фактор-группа), так как в результаты 
деления группы AM  на группу A  (аддитивная 
грууппа) формируется группа изоморфная группе 
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M , неприводимыми представлениями которой 
являются гиперболические (мультипликативные) 
гармоники.

Рассмотрим свойства групповых моделей 
сигналов и свойства групповой корреляционной 
функции. Поскольку при выводе свойств группо-
вой функции отклика были использованы только 
абстрактные понятия меры и интеграла, то это дает 
основание утверждать, что указанное определение 
корреляционной функции можно использовать для 
любой локально-компактной группы при условии, 
что для нее введены свертка групповых сигналов и 
операция инверсии. Таким образом, если из физи-
ческих соображений известна конструкция группы 
преобразований сигнала, в том числе имеющая 
природу локально-компактной группы, то всегда 
можно построить широкополосную функции 
отклика и широкополосную функцию неопреде-
ленности сигналов. Это обосновывает построение 
базовой операции обработки широкополосных 
сигналов при передаче через гидроакустический 
канал.

В качестве базовой операции передачи  сиг-
налов в гидроакустическом канале выбирают 
взаимно корреляционную функцию, решающую 
задачу сжатия групповых сигналов [1-7]. Для опи-
сания преобразований в акустической среде рас-
смотрим абстрактную некоммутативную группу 
Ли G , действие элементов g G∈  для простран-
ства аргумента x X∈ , определяется правилом gx . 

Операция инверсии 1g g −  ( 1g −  – обратный 
элемент, т.е. 1gg e− = ) индуцирует в пространстве 
сигналов ( )s g  операцию инволюции 

( ) ( )1s g s g −→ , черта – комплексное сопряжение. 
В силу некоммутативности группы линейного 

преобразования, необходимо отличать левую и 
правую взаимно-корреляционные функции [1-3, 
4-8, 9]. 

Левая взаимная корреляционная функция груп-
пового сигнала определяется следующим образом:    

( ) ( ) ( )
1 2

1 1
1 2 1 1 2 1 1

,
( ) ( ) lll s s G

g s g s g s g s g g d g− −χ = ∗ = =∫

1 1 1 1 1
1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )l l

G G

s gg s g g d g s g s g g g d g− − − − −= =∫ ∫

Правая взаимная корреляционная функция 
(ВКФ) группового сигнала определяется соотно-
шением:

( ) ( )
1 2

1
1 2,
( ) ( )

r rs s
r g s g s g −= ∗ =

1
1 1 2 1 1 1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )r r

G G

s g s g g d g s g g s g d g−= = =∫ ∫

1 1 1 1 11 1
1 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )r r

G G

d g d gs g g s g s g s g g
g g

− − − − −= =∫ ∫

Правой и левой автокорреляционными функци-
ями называют групповые сигналы вида:

( ) ( ) ( )1

, ll s s
g s g s g −χ = ∗ ,  ( ) ( ) ( )1

, rr s s
g s g s g −χ = ∗ . (2)

Свойства корреляционных функций:
1. Симметричность автокорреляционных 

функций:
( ) ( )1

, ,l ls s s s
g g−χ = χ , ( ) ( )1

, ,r rs s s s
g g−χ = χ ,

( ) ( )1
1 1 1 1 1 1

, ,
( ) ( ) ( ) ( )l l

l ls s s sG G

g s g s gg d g s gg s g d g g−χ = = = χ∫ ∫

( ) ( )1
1 1 1 1 1 1

, ,
( ) ( ) ( ) ( )l l

l ls s s sG G

g s g s gg d g s gg s g d g g−χ = = = χ∫ ∫ ,

( ) ( )1
1 1 1 1 1 1

, ,
( ) ( ) ( ) ( )r r

r rs s s sG G

g s g s g g d g s g g s g d g g−χ = = = χ∫ ∫

( ) ( )1
1 1 1 1 1 1

, ,
( ) ( ) ( ) ( )r r

r rs s s sG G

g s g s g g d g s g g s g d g g−χ = = = χ∫ ∫ .

2. Модуль автокорреляционной функции  
достигает на единичном элементе e  своего мак-

симума:  ( ) ( )
, ,l ls s s s

g eχ ≤ χ , ( ) ( )
, ,r rs s s s

g eχ ≤ χ , g G∈ .

Доказательство. ◄ Для доказательства вос-
пользуемся неравенством Коши -Буняковского.  

( )

( )

1/2 1/2
2 2

1 1 1 1 1 1 1
,

1/2 1/2
2 2 2

1 1 1 1 1 1
,

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

l l l
l s s G G G

l l l
l s sG G G

g s gg s g d g s gg d g s g d g

s g d g s g d g s g d g e

χ = ≤ =

= = = χ

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ .

Таким образом, свойство 2 доказано. ►
Здесь было использовано свойство инвариант-
ности левой меры: 

2 2
1 1( ) ( )l l

G G

s gg d g s g d g=∫ ∫ .                (3)

Аналогично доказывается свойство 2 и для  
правой меры.

3. Реакция левой взаимной корреляци-
онной функции при формировании сигналов  
( )1s g  и  ( )2s g  п р а в и л а м и :  ( ) ( )1s g s g= , 

( ) ( ) ( ){ } ( )1
2s g T g s g s g g−

∗ ∗= =
 
и задается соотно-

шением:   
( ) ( )

( ) ( )
1, ,l ls g s g g s s

g gg
∗−

∗

χ = χ .

Доказательство. ◄ По определению левая АКФ 
задается соотношнем:

=
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( ) ( )
( )

1

1
1 1 1

,
( ) l

l s g s g g G

s gg s g g d g
−
∗

−
∗χ = ∫ .

Делая замену переменной  1
2 1g g g−

∗= , 2 1g g g
∗

=  

и, воспользовавшись инвариантностью левой 

меры, получим  ( ) ( )2 2 2
,

( ) l
l s sG

s gg g s g d g gg
∗ ∗

= χ∫ .► 
Ч.т.д.

4. Реакция левой ВКФ при формировании 
сигналов ( )1s g  и ( )2s g  определяется правилами: 

( ) ( )1
1s g s g g−

∗= , ( ) ( )2s g s g=  и задается соотноше-
нием: 

 
( ) ( )

( ) ( )
1

1

, ,l ls g g s g s s
g g g

−
∗

−
∗χ = χ .

Доказательство. ◄ АКФ в это случае можно 
записать как: 

( ) ( )
( ) ( )

1

1 1
1 1 1

,
( ) l

l s g g s g G

g s g g s g g d g
−
∗

− −
∗χ = ∫ .

Делая замену переменной  1
2 1g g g−= ,  2 1gg g=  

и, воспользовавшись инвариантностью левой ме- 
ры, получим ( ) ( )1 1

2 2 2
,

( ) l
l s sG

s g gg s g d g g g− −
∗ ∗= χ∫ . ► 

Ч.т.д.
5. Реакция правой взаимной корреляционной 

функции на сигналы:

( ) ( )1s g s g= , ( ) ( ) ( ){ } ( )2s g T g s g s gg∗ ∗= = ,

задается соотношением:  
( ) ( )

( ) ( )1

,,l r s ss g s gg
g g g

∗

−
∗χ = χ .

Доказательство. ◄ АКФ в этом случае можно 
записать как:

( ) ( )
( ) ( )1 1 1

,
( ) r

l s g s gg G

g s g g s g g d g
∗

∗χ = ∫ .         (4)

Делая замену переменной  2 1g g g∗= ,  1
1 2g g g −

∗=  
и, воспользовавшись инвариантностью правой 
меры, получим ( ) ( )1 1

2 2 2
,

( ) r
r s sG

s g g g s g d g g g− −
∗ ∗= χ∫ .  

► Ч.т.д.
6. Реакция правой взаимной корреляционной 

функцией на сигналы: 

( ) ( ) ( ){ } ( )1s g T g s g s gg∗ ∗= = ,  ( ) ( )2s g s g= ,

и задается соотношением:   
( ) ( )

( ) ( )
,,l r s ss gg s g

g gg
∗

∗χ = χ . 

Доказательство. ◄ АКФ можно записать как:

( )1 1 1
1 1 1 2 2 2

,2

1( ) ( ) ( ) ( )r r
r s sG G

s g g s g g d g s g gg s g d g gg
g

− − −
∗ ∗ ∗= = χ∫ ∫

( )1 1 1
1 1 1 2 2 2

,2

1( ) ( ) ( ) ( )r r
r s sG G

s g g s g g d g s g gg s g d g gg
g

− − −
∗ ∗ ∗= = χ∫ ∫ .  ► Ч.т.д.

Соотношения: 

( ) ( )
( ) ( )

1, ,l ls g s g g s s
g gg

∗−
∗

χ = χ , 
( ) ( )

( ) ( )
1

1

, ,l ls g g s g s s
g g g

−
∗

−
∗χ = χ

( ) ( )
( ) ( )1

, ,r rs g s gg s s
g g g

∗

−
∗χ = χ ,  

( ) ( )
( ) ( )

, ,r rs gg s g s s
g gg

∗

∗χ = χ

можно использовать в качестве статистик для 
оценки параметров сигнала, так как ВКФ достигают 
максимума при ( )

l
eχ  и ( )

r
eχ . Исходя из последнего 

значения  оцениваемых параметров { }g
∗

 можно 
определить из решения  уравнений gg e

∗
=  и 

1g g e−
∗ = .

7. Постоянство объема левой взаимной кор-
реляционной функции V :

( )
( ) ( )

( )
1

22

, ,l ls s s g g s gG G

V g dg g dg
−
∗

= χ = χ∫ ∫ . (5)

Доказательство. ◄ С учетом

 
( ) ( )

( ) ( )
1

1

, ,l ls g g s g s s
g g g

−
∗

−
∗χ = χ  можно записать:

( ) ( )
( ) ( )

1

2 2
1

, ,l ls g g s g s sG G

g dg g g dg
−
∗

−
∗χ = χ∫ ∫ .

Сделаем замену переменной  1
1g g g−

∗ = . Тогда 
( ) ( )1

l ld g g d g−
∗ = . Отсюда следует соотношение:  

( ) ( )
( ) ( )

1

2 2

, ,l ls g g s g s sG G

g dg g V
−
∗

χ = χ =∫ ∫ .  ► Ч.т.д.

8. Постоянство объема левой взаимной кор-
реляционной функции V :

( )
( ) ( )

( )
1

1/2

2
2

1, ,l ls s s g s g gG G g

V g dg g dg
−
∗

∗

= χ = χ∫ ∫ .    (6)

Доказательство. ◄  С учетом

( ) ( )
( ) ( )

1 1/2
, ,

1
l ls g s g g s s

g gg
g−

∗

∗

∗

χ = χ  можно записать  

следующее соотношение:  

( ) ( )
( ) ( )

1

2 2

, ,

1
l ls g s g g s sG G

g dg gg dg
g−

∗

∗
∗

χ = χ∫ ∫ .

Сделаем замену переменной  1gg g∗ = . Тогда 

( ) ( ) ( )1
1

l l ld gg d g d g
g∗
∗

= = .  Отсюда след уе т :  

( ) ( )
2 2

1 1
, ,

1
l ls s s sG G

gg dg g dg V
g ∗
∗

χ = χ =∫ ∫ .  ► Ч.т.д.

9. Постоянство объема правой автокорреля-
ционной функции V :

( )
( ) ( )

( )
22

, ,
r r

r rs s s gg s gG G

V g d g g d g
∗

= χ = χ∫ ∫ .  

Доказательство. ◄  С учетом
 

( ) ( )
( ) ( )

, ,r rs gg s g s s
g gg

∗

∗χ = χ   можно записать:
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( ) ( )
( ) ( )

2 2

, ,
r

r rs gg s g s sG G

g dg gg d g
∗

∗χ = χ∫ ∫ .          (7)

Сделаем замену переменной  1gg g∗ = .  
Тогда ( ) ( )r rd gg d g∗ = . Отсюда следует  (7):  

( ) ( )
( ) ( )

2 2

, ,
r r

r rs gg s g s sG G

g d g g d g V
∗

χ = χ =∫ ∫ .  ► Ч.т.д.

10. Постоянство объема правой автокорреля-
ционной функции V :

( )
( ) ( )

( )
1

1/2

2
2

1, ,
r r

r rs s s g s g gG G g

V g d g g d g
−
∗

∗

= χ = χ∫ ∫ . (8)

Доказательство. ◄ С учетом 

( ) ( )
( ) ( )

1
1/2

1
,1,

1
s s

r s g s g g
g r

g g g
g−

∗
∗

−
∗

∗

χ = χ    можно записать 

 соотношение:  

( ) ( )
( ) ( )

1

2 2

1 1
, ,

1 1
r

r rs g s g g s sG G

g dg g g d g V
g g−

∗

∗
∗ ∗

χ = χ =∫ ∫ .

Сделаем замену переменной  1
1g g g−

∗ = . Тогда 

( ) ( )1
1r rd g g d g−

∗ = ,  ( ) ( )1
1

r rd g d g
g∗

= .  Отсюда  

следует (8): 
( ) ( )

( ) ( )
2 2

, ,
r r

r rs gg s g s sG G

g d g g d g V
∗

χ = χ =∫ ∫ . 

► Ч.т.д.
При выводе свойств корреляционной функции 

пользовались только абстрактные понятия меры 
и интегрирования на группах. Это дает основа-
ние считать, что для любой локально-компактной 
группы можно ввести корреляционную функцию.  

Случайные групповые сигналы  
в гидролокации

Введение случайных групповых сигналов 
позволяет в самом общем виде описать передачу 
сигналов в Мировом Океане. Цель данного под-

пункта исследование некоммутативной природы 
представления случайных групповых сигналов. 
Для достижения достаточной  общности описания 
физических явлений  в Океане будем полагать, что 
исследуемые сигналы ( )s g  заданы на локально 
компактной группе g G∈ . Определим левую вза-
имную корреляционную функцию ( )1

2 1
1,2l

cr g g−  

случайных процессов (СП)  ( )1n g , ( )2n g  соотно-

шением:
( ) ( ) ( ){ }1

1, 2 2 1 1 1 2 2n ncl g g E n g n g− �≜( ) ( ) ( ){ }1
1, 2 2 1 1 1 2 2n ncl g g E n g n g− � .           (9)

Заметим, что левая взаимная корреляционная 
функция  инвариантна  относительно левых преоб-
разований  { } ( ) ( )1

0 1 1 1 0 1T g n g n g g−= :

( ) ( ){ } ( )1 1 1
1 0 1 2 0 2 1, 2 2 1n nE n g g n g g cl g g− − −= .   (10)

Соотношение (10) можно представить иначе:

( ) ( ){ } ( )1
1 1 2 1 2 1, 2 2n nE n g n g g cl g− = .        (11)

Правую корреляционную функцию определяют 
выражением:

( ) ( ) ( ){ }1
1, 2 1 2 1 1 2 2n ncr g g E n g n g− �≜( ) ( ) ( ){ }1
1, 2 1 2 1 1 2 2n ncr g g E n g n g− � ,            (12)

где ( )1
1, 2 1 2n n n ncr g g −  – правая взаимная корреля-

ционная функция обобщенного стационарного  
случайного процесса. 

Соотношение (12) можно записать иначе: 

 { } ( )1
1 2 1 21, 2

( ) ( )
r n n

E n g n g g cr g− = .        (13)

Рассмотрим модель формирования левой вза-
имной корреляционной функции для групповых 
процессов ( )1n g  и ( )2n g . Пусть в каналах фор-
мируют сигналы два генератора СП. Последние 
реализуют некоммутативные операции левой 
фильтрации. На рис.1 представлена операция 
формирование  левой взаимной корреляционной 
функции СП ( )1

2 1
1,2l

cr g g− . Здесь 
l
∗– индекс левой 

Рисунок 1 – Формирование  левой взаимной корреляционной функции случайного процесса ( )1
2 1

1,2l
cl g g− .  

Здесь 
l
∗ – индекс левой свертки
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№ 4 (36) групповые модели сигналов и влияние среды

свертки. С выходов фильтров формируется левая 
взаимная КФ [1-3,4,8].

Первый и второй фильтры реализуют отклики 
некоммутативных левых сверток в виде следующих 
фунций:

( ) ( ) ( )1
1 * 1 1 1 1 * 1l

G

y g n k h k g d k−= ∫ ,

( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 11 2 11 11l

G

y g g n k h k g g d k− − −
∗ ∗= ∫ .

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1
, 1 * 2

1 1 1
1 1 2 11 1 1 * 2 11 1 11

1 1 1 1
11 1 1 1 * 2 11 1 11

,

              

               = ..

y y

l l
G G

l l
G G

cl g E y g y g g

E n k n k h k g h k g g d k d k

cl k k h k g h k g g d k d k

−
∗

− − −
∗

− − − −
∗

= =

= =

⋅

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1
, 1 * 2

1 1 1
1 1 2 11 1 1 * 2 11 1 11

1 1 1 1
11 1 1 1 * 2 11 1 11

,

              

               = ..

y y

l l
G G

l l
G G

cl g E y g y g g

E n k n k h k g h k g g d k d k

cl k k h k g h k g g d k d k

−
∗

− − −
∗

− − − −
∗

= =

= =

⋅

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1
, 1 * 2

1 1 1
1 1 2 11 1 1 * 2 11 1 11

1 1 1 1
11 1 1 1 * 2 11 1 11

,

              

               = ..

y y

l l
G G

l l
G G

cl g E y g y g g

E n k n k h k g h k g g d k d k

cl k k h k g h k g g d k d k

−
∗

− − −
∗

− − − −
∗

= =

= =

⋅

∫ ∫

∫ ∫
Делая замену переменной  1

11 1z k k−= , 1l ld z d k= ,  

1 1
11r k g− −

∗= , 
11l ld r d k= , 1

1 *k g− = 1 1 1 1
11 *z k g z r− − − −= ⋅ ,  

получим следующее выражение:

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1, 2 1, 2 1 2y y n n l l

G G

cl g cl z h z r h r g d zd r− − − −= =∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1, 2 1 2 2 1, 2 1n n l l n nl l

G G

cl z h z r d z h gr d r h cl h g− − 
= = ∗ ∗ 

 
∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1, 2 1 2 2 1, 2 1n n l l n nl l

G G

cl z h z r d z h gr d r h cl h g− − 
= = ∗ ∗ 

 
∫ ∫ ,                (14)

где ( ) ( )1
2 2h g h g −=  – операция  инвалюции сигнала;

l
∗ –  индекс левой свертки.

На рис.2 представлена операция формирова-
ние  правой взаимной корреляционной функции 

СП  ( )1
2 11,2r

cr g g− . Здесь r
∗ - индекс правой свертки.

Первый и второй фильтры реализуют отклики 
некоммутативных правых   сверток в виде следую-
щих функций:

( ) ( ) ( )1
1 * 1 1 1 * 1 1r

G

y g n k h g k d k−= ∫ ,

 ( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 11 2 11 11r

G

y g g n k h g g k d k− − −
∗ ∗= ∫ .

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1
, 1 * 2

1 1 1
1 1 2 11 1 * 1 2 11 1 11

1 1 1 1
1 11 1 * 1 2 11 1 11

,

              

              .

y y

l l
G G

l l
G G

cr g E y g y g g

E n k n k h g k h g g k d k d k

cl k k h g k h g g k d k d k

−
∗

− − −
∗

− − − −
∗

= =

= =

= ⋅

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1
, 1 * 2

1 1 1
1 1 2 11 1 * 1 2 11 1 11

1 1 1 1
1 11 1 * 1 2 11 1 11

,

              

              .

y y

l l
G G

l l
G G

cr g E y g y g g

E n k n k h g k h g g k d k d k

cl k k h g k h g g k d k d k

−
∗

− − −
∗

− − − −
∗

= =

= =

= ⋅

∫ ∫

∫ ∫
Делая замену переменных  

1
1 11z k k −= , 

1r rd z d k= ,  1 1
11r g k− −

∗= , 
11r rd r d k= , 

1 1 1 1 1
* 1 * 11g k g k z r z− − − − −= = , 1

1 *k g− = 1 1 1 1
11 *z k g z r− − − −= ⋅ ,   

получим

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1, 2 1, 2 1 2y y n n r r

G G

cr g cl z h r z h g r d zd r− − − −= =∫ ∫

( )( ) ( ) ( )( )1
1, 2 1 2 2 1, 2 1n n r n nr r r

G

cr h r h rg d r h cl h g−= ∗ = ∗ ∗∫ . (15)

Таким образом, левая  КФ между процессами 
( )1y g , ( )2y g  равна левой свертке  между инвалю-

цией второй импульсной характеристики с резуль-
татом левой свертки взаимной корреляционной 
функции входных процессов с групповой  импуль-
сной характепистикой первого фильтра. 

Соответственно  правая взаимная корреля-
ционная функция между выходными процес-
сами ( )1y g , ( )2y g  равна, правой свертке  между 
инвалюцией второй импульсной характеристики 
фильтра с результатом свертки взаимной корреля-
ционной функции входных процессов с групповой  
импульсной характепистикой первого фильтра. 
Соотношения (14) и (15) можно рассматривать как 
теоремы формирования корреляционной функции 
для процессов, преобразованных операциями груп-
повой фильтрации. 

Рассмотрим частный случай формирования 
корреляционной функции для группы сдвига A . 

Рисунок 2 – Формирование  правой  взаимной корреляционной функции СП ( )1
1 21,2r

cr g g −
.
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 Поскольку группа сдвига является абелевой, ее 
корреляционная функция задается соотношением:

( )
1, 21, 2 1, 2n ny y h hc g c c= ∗ , ( )1, 2 1 2h hc h h t= ∗ − ,  

( )
1, 21, 2 1, 2n ny y h hc g c c= ∗ .                 (16)

В частотной области соотношение (16) можно 
записать:

( ) ( ) ( ) ( )1, 2 1, 2 1 2y y n nC f C f H f H f= ⋅ ,       (17)

( ) ( ){ }1, 2 1, 2y y y yC f F c t= ; ( ) ( ){ }1, 2 1, 2n n n nC f F c t= ; 

( ) ( ){ } ( ) ( )1, 2 1 2 1 2h hc F h t h t H f H f= ⋅ − = ⋅ ;  

( ) ( ){ } ( ) ( )1, 2 1 2 1 2h hc F h t h t H f H f= ⋅ − = ⋅ .

Соотношение (17) подтверждают известный 
результат для стационарного  процесса [2]. Для 
формирования модели передачи ШПС через гидро-
акустический канал необходимо вввести модель 
обобщающую модель канала с независимыми при-
ращениями. Определим класс случайных импуль-
сных характеристик с независимыми левыми 
прирощениями соотношением:

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 2 1 1 2,

,
l h h

E h g h g r g g g g g−= = Ψ δ ,(18)

где ( )1gΨ  – сглаживающая весовая функция 
(функция рассеяния).

С независимыми правыми приращениями 
запишем:

( ) ( )( ) ( ) ( )1
1 2 1 2 1E h g h g g g g −= Ψ δ .        (19)

Обозначим левую свертку:

( ) ( ) ( )1
ry g s gk h k d k−= ∫ .                   (20)

Подсчитаем среднее значение квадрата модуля 
отклика фильтра (20):  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 1
1 2 1 2 1 2

1 1
1 2 1 2 1 1 2

21 1
1 1 1 1 1 1 1

2

              

              

              

l l

l l

l l

l

E y g s gk s gk E h k h k d k d k

s gk s gk k k k d k d k

s gk s gk k d k s gk k d k

s g g

− −

− −

− −

= =

= Ψ δ =

= Ψ = Ψ =

= ∗Ψ

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 1
1 2 1 2 1 2

1 1
1 2 1 2 1 1 2

21 1
1 1 1 1 1 1 1

2

              

              

              

l l

l l

l l

l

E y g s gk s gk E h k h k d k d k

s gk s gk k k k d k d k

s gk s gk k d k s gk k d k

s g g

− −

− −

− −

= =

= Ψ δ =

= Ψ = Ψ =

= ∗Ψ

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 1
1 2 1 2 1 2

1 1
1 2 1 2 1 1 2

21 1
1 1 1 1 1 1 1

2

              

              

              

l l

l l

l l

l

E y g s gk s gk E h k h k d k d k

s gk s gk k k k d k d k

s gk s gk k d k s gk k d k

s g g

− −

− −

− −

= =

= Ψ δ =

= Ψ = Ψ =

= ∗Ψ

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 1
1 2 1 2 1 2

1 1
1 2 1 2 1 1 2

21 1
1 1 1 1 1 1 1

2

              

              

              

l l

l l

l l

l

E y g s gk s gk E h k h k d k d k

s gk s gk k k k d k d k

s gk s gk k d k s gk k d k

s g g

− −

− −

− −

= =

= Ψ δ =

= Ψ = Ψ =

= ∗Ψ

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 1
1 2 1 2 1 2

1 1
1 2 1 2 1 1 2

21 1
1 1 1 1 1 1 1

2

              

              

              

l l

l l

l l

l

E y g s gk s gk E h k h k d k d k

s gk s gk k k k d k d k

s gk s gk k d k s gk k d k

s g g

− −

− −

− −

= =

= Ψ δ =

= Ψ = Ψ =

= ∗Ψ

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

Для правой свертки запишем:  
( ) ( ) ( )1

ry g s kg h k d k−= ∫ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 1
1 2 1 2 1 2

1 1
1 2 1 2 1 1 2

21 1
1 1 1 1 1 1 1

2

            

            

            

r r

r r

r r

r

E y g s k g s k g E h k h k d k d k

s k g s k g k k k d k d k

s k g s k g k d k s k g k d k

s g g

− −

− −

− −

= =

= Ψ δ =

= Ψ = Ψ =

= ∗Ψ

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 1
1 2 1 2 1 2

1 1
1 2 1 2 1 1 2

21 1
1 1 1 1 1 1 1

2

            

            

            

r r

r r

r r

r

E y g s k g s k g E h k h k d k d k

s k g s k g k k k d k d k

s k g s k g k d k s k g k d k

s g g

− −

− −

− −

= =

= Ψ δ =

= Ψ = Ψ =

= ∗Ψ

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 1
1 2 1 2 1 2

1 1
1 2 1 2 1 1 2

21 1
1 1 1 1 1 1 1

2

            

            

            

r r

r r

r r

r

E y g s k g s k g E h k h k d k d k

s k g s k g k k k d k d k

s k g s k g k d k s k g k d k

s g g

− −

− −

− −

= =

= Ψ δ =

= Ψ = Ψ =

= ∗Ψ

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 1
1 2 1 2 1 2

1 1
1 2 1 2 1 1 2

21 1
1 1 1 1 1 1 1

2

            

            

            

r r

r r

r r

r

E y g s k g s k g E h k h k d k d k

s k g s k g k k k d k d k

s k g s k g k d k s k g k d k

s g g

− −

− −

− −

= =

= Ψ δ =

= Ψ = Ψ =

= ∗Ψ

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 1
1 2 1 2 1 2

1 1
1 2 1 2 1 1 2

21 1
1 1 1 1 1 1 1

2

            

            

            

r r

r r

r r

r

E y g s k g s k g E h k h k d k d k

s k g s k g k k k d k d k

s k g s k g k d k s k g k d k

s g g

− −

− −

− −

= =

= Ψ δ =

= Ψ = Ψ =

= ∗Ψ

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

Соотношения (21), (22) являются базовыми 
при оценке влияния канала на широкополосные 
сигналы. Действительно, как видно из указанных 
соотношений  (21), (22)   влияние канала можно 
оценить левым (правым) сглаживанием с весовой 
функцией ( )gΨ .

Подводный звуковой канал (ПЗК) при приня-
тии гипотезы однородности и стационарности его 
функций не позволяет достаточно точно описы-
вать преобразование сигналов. Решение проблемы 
достигается применением для представления сиг-
налов в канале методов теории групп.  Расширение 
свойств канала за счет введения априорное зна-
ние о параметрах групп преобразований, позво-
лил выбрать соответствующие операции свертки.  
На основе этих операций введено понятие взаим-
ной корреляционной функции широкополосной 
функции неопределенности сигналов.

Математическая модель гидроакустического 
канала

Для реализации точки зрения на пред-
ставления физического явления, при котором  
аддитивно-мультипликативные преобразования 
рассматриваются как единый объект AM , вво-
дится понятие масштабно-временного сигнала,  
являющегося частным случаем группового сигнала.  
Для реализации точки зрения на представления 
физического явления, при котором аддитивно- 
мультипликативные преобразования рассматри-
ваются как единый объект AM , вводится понятие 
масштабно-временного сигнала,  являющегося 
частным случаем группового сигнала [1-7]. Для 
представления временного сигнала в масштаб-
но-временную форму определяют операцию:

( ) ( )
0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )exph hs t s g s t S H i t d
∞

Γ = α = α ω ⋅ αω − ω ω∫�≜( ) ( )
0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )exph hs t s g s t S H i t d
∞

Γ = α = α ω ⋅ αω − ω ω∫�

( ) ( )
0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )exph hs t s g s t S H i t d
∞

Γ = α = α ω ⋅ αω − ω ω∫�

 
,    (23)

где  ( )( )h s tΓ  – оператор группового перехода,

( )H f  – передаточная характеристика системы 
формирования.

Функцию на группе AM  ( )( ), ( )hs g t s g∆ = ,  
называют масштабно-временным сигналом. 
Поскольку группа A  является нормальным дели-
телем группы G , то при определении масштабно- 
временного сигнала оператор его формирования 
выбирают из условия его инвариантности относи-
тельно группы A . 

(21)

(22)
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Другой вариант реализации оператора группо-
вого представления можно получить, если поло-
жить:

( ) ( )
0

( ) ( )( , ) ( ) ( )exph h
ds t s g t S H i t

∞ ω
Γ α = ω ⋅ αω − ω

ω∫�≜
 

( ) ( )
0

( ) ( )( , ) ( ) ( )exph h
ds t s g t S H i t

∞ ω
Γ α = ω ⋅ αω − ω

ω∫�

( ) ( )
0

( ) ( )( , ) ( ) ( )exph h
ds t s g t S H i t

∞ ω
Γ α = ω ⋅ αω − ω

ω∫� ,             (24)

В сравнении с  оператором группового пере-
хода (23) оператор (24) задан интегральным 

соотношением с мерой dω
ω

, инвариантной отно-

сительно преобразования сжатия (расширения). 
Представление масштабно-временного сигнала 
в виде (24) имеет определенные преимущества 
перед представлением (23), т.к. для случая (24) 
упрощаются аналитические выкладки выбора 
нормирующего множителя. Однако в форме (24)  
в литературе вейвлет–представления не рассма-
триваются. Отличие интегрального оператора (24)  
от оператора – (23) использование логарифмиче-

ской  меры ( )lnd dω
= ω

ω
 вместо меры dω .

С учетом понятия группового сигнала опера-
тор ( )T g  задается левое регулярное представление 
группы G сдвигами  ( ( )0 0 0,g g≡ α τ ): 

( ) ( )1 0
0 0

0 0 00

( ) ( ) exp tT g s g s g g S H i d
∞

−     − τα α
= = ω ω − ω ω    α α α    

∫

( ) ( )1 0
0 0

0 0 00

( ) ( ) exp tT g s g s g g S H i d
∞

−     − τα α
= = ω ω − ω ω    α α α    

∫ ,   (25)

Покажем, что операторы hΓ  и ( )0T g  коммута-
тивны ( ) ( )0 0h hT g T gΓ = Γ .

Это следует из последовательности применения 
операций:

( )

( )

0

0
0 00

1( )

                   ( ) exp ( )

h h

h

tT g s t s

tS H i d T g s t
∞

− τ Γ = Γ = αα  

 α α − τ = ω ω − ω ϖ = Γ   α α α  
∫

( )

( )

0

0
0 00

1( )

                   ( ) exp ( )

h h

h

tT g s t s

tS H i d T g s t
∞

− τ Γ = Γ = αα  

 α α − τ = ω ω − ω ϖ = Γ   α α α  
∫ .  (26)

Свойство перестановочности играет важную 
роль в теории масштабно-временных сигналов, т.к. 
оно устанавливает гомоморфизм пространства сиг-
налов на пространство групповых сигналов. При 
этом сохраняется действие оператора ( )T g  (дей-
ствие операции сдвига и сжатия (расширения)).

Представление сигнала в виде (23) или (24)  
соответствует распространению временного сиг-
нала в масштабно-временную полуплоскость  
( ,tα ), т.е. групповой сигнал записывается как функ-
ция двух переменных. Полуплоскость t−∞ < < ∞ , 

0α >  называют обобщенной временной плоско-
стью, в которой параметр t  можно интерпрети-

ровать как время, а параметр α  – как масштаб 
времени. Преимущество представления сигналов 
в обобщенной временной плоскости заключается  
в том, что сигнал теперь можно задать в виде функ-
ции ( )s g  на группе и физические эффекты описать 
не в терминах группы преобразований времени,  
а в виде функций на самой группе AM , рассматри-
ваемой как группа сдвигов.  Оператор формирова-
ния группового сигнала имеет обратный оператор, 
что соответствует представлению для естественной 
меры:

( )( ) ( )1 1 1
1 1 1 12

1 10 1

1, ,h
t t ds t s t h dt

∞ ∞
−

−∞

 − α
Γ α = α  α αα  

∫ ∫ . (27)

и для логарифмической меры

( )( ) ( )1
1 3

1 0 0

1, ,h
t ds t s h d

C

∞ ∞
− τ − α Γ α = α τ τ α α ∫ ∫ ,

2
1 2

0

( ) dC H
∞ α

= α
α∫ .

Можно показать, что норма группового сигнала 

( ),s tα  равна 

( ) 2 2
1 1 1

0 0

, ( ) ( ) S H
ds t S H d EA EM

∞ ∞ α
α = ω αω ω = ⋅

α∫ ∫

( ) 2 2
1 1 1

0 0

, ( ) ( ) S H
ds t S H d EA EM

∞ ∞ α
α = ω αω ω = ⋅

α∫ ∫ ,                         (28)

где  2
1 1

0

( )SEA S d
∞

= ω ω∫ ,  2

0

( )H
dEM H

∞ α
= α

α∫  –   

квадраты нормы сигнала передаточной характери-
стики для естественной и логарифмической меры.

Заметим, что входной сигнал рассматрива-
ется относительно естественной меры, в то время 
как передаточная характеристика сигнала – отно-
сительно логарифмической меры.  Масштбно- 
временной сигнал  для импульсной характеристики 

( )( ) ( )0( , ) exp ln expmh t i i tα = ω α ω  можно записать: 

 
( ) ( )

( )( ) ( )( )

1 1 1
1 1 0 2

1 1 10

0 1
1 0 1 2

1 1 10

( ) ( , )exp ln exp

               exp ln , exp exp ln

s m

m m

t t d dth g s t i i

dti S i i

∞ ∞

−∞

∞

   −   αα
Φ = α ω ω =       α σ α      

   ω α
= ω α α ω ω α   α α α   

∫ ∫

∫

( ) ( )

( )( ) ( )( )

1 1 1
1 1 0 2

1 1 10

0 1
1 0 1 2

1 1 10

( ) ( , )exp ln exp

               exp ln , exp exp ln

s m

m m

t t d dth g s t i i

dti S i i

∞ ∞

−∞

∞

   −   αα
Φ = α ω ω =       α σ α      

   ω α
= ω α α ω ω α   α α α   

∫ ∫

∫

( ) ( )

( )( ) ( )( )

1 1 1
1 1 0 2

1 1 10

0 1
1 0 1 2

1 1 10

( ) ( , )exp ln exp

               exp ln , exp exp ln

s m

m m

t t d dth g s t i i

dti S i i

∞ ∞

−∞

∞

   −   αα
Φ = α ω ω =       α σ α      

   ω α
= ω α α ω ω α   α α α   

∫ ∫

∫

Обратное преобразование Фурье здесь явля-
ется операцией интегрирования по частотам Фурье 

0ω  и Меллина mω . Действительно, интегрирова-
нием по частотам восстановим групповой сигнал:

(29)
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( )( ) ( )( )0
0 1 02

10

exp ln , exp exp ln ( , )m m m
t di S i i d d s t

∞ ∞ ∞

−∞ −∞

 ω α ω α α ω − ω ω ω ω = α  α ω α   
∫ ∫ ∫ ·

( )( ) ( )( )0
0 1 02

10

exp ln , exp exp ln ( , )m m m
t di S i i d d s t

∞ ∞ ∞

−∞ −∞

 ω α ω α α ω − ω ω ω ω = α  α ω α   
∫ ∫ ∫ ·

Подставляя в (23) одну из форм представления 
масштабно-временного сигнала, получим:

( ) 2 1
1 1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 22

1 1 1 10 0 0

( ) ( ) exp dtS H S H i d d
∞ ∞ ∞      ω αα

α ω α ω ω ω δ ω − − ω ω ω =     α α α α     
∫ ∫ ∫ ·

( ) 2 1
1 1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 1 22

1 1 1 10 0 0

( ) ( ) exp dtS H S H i d d
∞ ∞ ∞      ω αα

α ω α ω ω ω δ ω − − ω ω ω =     α α α α     
∫ ∫ ∫ ·

( ) ( ) ( ) ( ) 2
2 2 1 1 2 2

20 0

( ) exp dS S x H H x ixt dx
∞ ∞ ω

= α ω ω α − =
ω∫ ∫

·( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 1 2 1 2 0 3

20 0

( ) exp ,dS H S x H x ixt dx C s t
∞ ∞ω

= ω ω α α − = α
ω∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 1 2 1 2 0 3

20 0

( ) exp ,dS H S x H x ixt dx C s t
∞ ∞ω

= ω ω α α − = α
ω∫ ∫ · ,                 (30)

где ( ) ( ) ( ) ( )3 1 2
0

, exps t S x H x ixt dx
∞

α = α α −∫  –масш- 

табно-временной сигнал, ( ) 2
0 2 2 1 2

20

( ) dC S H
∞ ω

= ω ω
ω∫ .

Как видно результатом свертки является также 
масштабно-временной сигнал. При этом спектраль-
ная функция входного сигнала ( )1S f совпадает  
со спектральной функцией входного временным 
сигналом 1( , )s tα , а передаточная характеристика 

( )2Hα αω  – с передаточной характеристикой  
сигнала 2 ( , )s tα . Новый сигнал имеет постоянный 
множитель, равный

( ) 2
0 2 2 1 2

20

( ) dC S H
∞ ω

= ω ω
ω∫

 

. 

Константа 0C является скалярным произве-
дением функций ( )2 2 1 2( ),S Hω ω  относительно 
логарифмической меры. Указанное скалярное про-
изведение является мерой схожести функций отно-
сительно меры dω

ω
.

Нетрудно видеть, что сигнал ( , )tδ ω испол-
няет роль единицы в сверточной алгебре мас-
штабно-временных сигналов относительно левой 
меры и имеет площадь под интегралом равную   

1 1 1
12

10

ln 1t t d dt
∞ ∞

−∞

 ω  − ω   δ δ =    ω ω ω    
∫ ∫

 

.

Для групповых сигналов левая взаимная кор-
реляционная функция может быть записана в сле-
дующем виде:

 ( ) 1 1 1 1
1, 2 1 1 1 2 2

10

, ( , ) ,s s
t t d dtrl t s t s

∞ ∞

−∞

ω − ω ω = ω = ω ω ω ∫ ∫

( ) 1 1
1 1 1 2 1 1 2

10

( , ) , d dts t t s t
∞ ∞

−∞

α
= αα α + α =

α∫ ∫

1 1 1 1
1 2

1 1 1 1 10

1 1 1 1
1 2

1 1 1 1 10

1, ,

1 1, ,

t t d dts t s

t t d dtts s

∞ ∞

−∞

∞ ∞

−∞

   α ⋅ αα
= − − =   α α α α α   

    α
= − − −   α α αα αα α α   

∫ ∫

∫ ∫
 

.

Распишем взаимную КФ в явном виде для МВС: 

( ) ( )1 1
1, 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s l l

G G

rl g s g s g s g s g g d g s gg s g d g− −= ∗ = = =∫ ∫
( ) ( )1 1

1, 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s l l
G G

rl g s g s g s g s g g d g s gg s g d g− −= ∗ = = =∫ ∫

( )( ) ( )

( ) ( )( )

1 1 1 1 1 1 1 2 2
0

0 0 1
2 1 2 2 1 1 1 2

1

( ) ( )exp

exp

S H f i t t S

dH i t dt d d

∞

∞ ∞ ∞

−∞

α ω αα − ω α + ω ⋅
=

α
⋅ α ω ω ω ω =

α

∫
∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) 1
1 1 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 1 2

10 0 0

( ) ( ) exp dS H S H i t d d
∞ ∞ ∞ α

= α ω αα ω ω α ω δ αω −ω − ω ω ω =
α∫ ∫ ∫ ·

·( ) ( ) ( ) ( ) 1
1 1 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 1 2

10 0 0

( ) ( ) exp dS H S H i t d d
∞ ∞ ∞ α

= α ω αα ω ω α ω δ αω −ω − ω ω ω =
α∫ ∫ ∫

·( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

10 0

1 2 1 2 1 3
0 0

( ) ( ) exp

exp ( , )

dS S H H i t df

dxH x H x S x S x ixt dx C s t
x

∞ ∞

∞ ∞

α
= α αω ω αα ω αα ω − ω =

α

= α α − = α

∫ ∫

∫ ∫( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

10 0

1 2 1 2 1 3
0 0

( ) ( ) exp

exp ( , )

dS S H H i t df

dxH x H x S x S x ixt dx C s t
x

∞ ∞

∞ ∞

α
= α αω ω αα ω αα ω − ω =

α

= α α − = α

∫ ∫

∫ ∫

· ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

10 0

1 2 1 2 1 3
0 0

( ) ( ) exp

exp ( , )

dS S H H i t df

dxH x H x S x S x ixt dx C s t
x

∞ ∞

∞ ∞

α
= α αω ω αα ω αα ω − ω =

α

= α α − = α

∫ ∫

∫ ∫ ·( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1

10 0

1 2 1 2 1 3
0 0

( ) ( ) exp

exp ( , )

dS S H H i t df

dxH x H x S x S x ixt dx C s t
x

∞ ∞

∞ ∞

α
= α αω ω αα ω αα ω − ω =

α

= α α − = α

∫ ∫

∫ ∫ · (32)

где ( ) ( ) ( ) ( )3 1 2
0

, exps t S x S x ixt dx
∞

α = α α −∫  – груп-

повой сигнал. 
Как видно, левая взаимная КФ масштабно- 

временных сигналов с точностью до множителя 

( ) ( )1 1 2
0

dxC H x H x
x

∞

= ∫    равна МВС вида

( ) ( ) ( ) ( )3 1 2
0

, exps t S x S x ixt dx
∞

α = α α −∫ .  (33) 

В инженерной практике широкое примене-
ние находит АКФ временных сигналов. Для МВС  
указанный аналог имеет вид:

( )
( ) ( ) 1

1 1 1 1 2 2
0

0 0 1 1
2 1 12

1

( ) ( )exp
1 1, ,

exp

S H f i t S f H
ts t s

t t di d d dt

∞

∞ ∞ ∞

−∞

α ω α − ω ω ⋅ α  α ∗ − = α α α   −  α ⋅ ω ω ω =  α α  

∫
∫ ∫ ∫

( )
( ) ( ) 1

1 1 1 1 2 2
0

0 0 1 1
2 1 12

1

( ) ( )exp
1 1, ,

exp

S H f i t S f H
ts t s

t t di d d dt

∞

∞ ∞ ∞

−∞

α ω α − ω ω ⋅ α  α ∗ − = α α α   −  α ⋅ ω ω ω =  α α  

∫
∫ ∫ ∫

 

,
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где ( ) ( ) ( ) ( )
0

, expSSr t S x S x ixt dx
∞

α = α α∫  – широ-

кополосная функция отклика сигналов, { }S F s= . 
Применим к выражению (36) преобразование 

Фурье:

( ) ( )
1( ) ( )

1 1 1
1 1 0 2

1 1 10

( ) , exp ln exp
s g s g

SS m
t t d dth g C r t i i

−∗

∞ ∞

−∞

      − αα
Φ = α ω ω =      α α α      

∫ ∫( ) ( )
1( ) ( )

1 1 1
1 1 0 2

1 1 10

( ) , exp ln exp
s g s g

SS m
t t d dth g C r t i i

−∗

∞ ∞

−∞

      − αα
Φ = α ω ω =      α α α      

∫ ∫ ·

( ) ( )
1( ) ( )

1 1 1
1 1 0 2

1 1 10

( ) , exp ln exp
s g s g

SS m
t t d dth g C r t i i

−∗

∞ ∞

−∞

      − αα
Φ = α ω ω =      α α α      

∫ ∫ ·

( ) ( ) ( )( ) ( )0

0 00

1exp ln exp ln expm m

S
C i S z i z izt dz

z

∞ ω  α
= ⋅ ω ω =   ωω   

∫ ·

( ) ( ) ( )( ) ( )0

0 00

1exp ln exp ln expm m

S
C i S z i z izt dz

z

∞ ω  α
= ⋅ ω ω =   ωω   

∫ ·
( ) ( ) ( ) ( )

1
0 1 2

00

exp ln 1 mi

m

S
C i F S z z t

ω −−
+

   ω  α
= ⋅ ω ω −     ωω     

(37)
Точно так же можно представить правую ВКФ 

для МВС
1 1

2 1 1 2 1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ss rl r
G

rr g s g s g s g s g s g g s g d g− −= ∗ = ∗ = =∫
1 1

2 1 1 2 1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ss rl r
G

rr g s g s g s g s g s g g s g d g− −= ∗ = ∗ = =∫

( )

( )( ) ( )

1 1 1 2 2 1 1 1 2 1 2
0 0 0

1
1 1 1 2 1 2 1

1

( ) ( ) ( )

exp exp 2

S f S f H f H

di t t i f t df df dt

∞ ∞ ∞

∞

−∞

α α α α α α µω ⋅
=

∆
⋅ − ω α + π ⋅ =

∆

∫ ∫ ∫
∫

·( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1

10 0

1
1 1 1 1 2 1 1 1

10 0

( ) exp ( )

( ) exp ( )

dS S H H i t d

dS S H H i t d

∞ ∞

∞ ∞

ω
= ω ω α αα ω α ω − ω α ω α =

ω

ω
= ω ω α α ω ω − ω ω =

ω

∫ ∫

∫ ∫( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1

10 0

1
1 1 1 1 2 1 1 1

10 0

( ) exp ( )

( ) exp ( )

dS S H H i t d

dS S H H i t d

∞ ∞

∞ ∞

ω
= ω ω α αα ω α ω − ω α ω α =

ω

ω
= ω ω α α ω ω − ω ω =

ω

∫ ∫

∫ ∫

·( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1

10 0

1
1 1 1 1 2 1 1 1

10 0

( ) exp ( )

( ) exp ( )

dS S H H i t d

dS S H H i t d

∞ ∞

∞ ∞

ω
= ω ω α αα ω α ω − ω α ω α =

ω

ω
= ω ω α α ω ω − ω ω =

ω

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1 1 1 1 2
0 0

( )expH H i t d S S
∞ ∞

= α ω αω − ω ω ⋅ ω ω ω∫ ∫  (38)
Как видно, правая корреляционная функция 

МВС не зависит от корреляционных свойств пер-
вых сигналов и определяется корреляционными 
свойствами импульсной (частотной) характеристи-
кой оператора формирования группового сигнала.  
КФ зависит также от корреляции спектральных 
характеристик сигналов относительно логарифми-

ческой меры    ( ) ( )1 2
0

dS S
∞ ω

ω ω
ω∫ . 

Для описания канала необходимо определить 
масштабно-временной СП. Заметим, что все свой-
ства группового СП, будут справедливы и для  
масштабно-временного процесса, который явля-
ется частным случаем группового процесса. 
Левая КФ обобщенно-стационарного масштабно-
временного СП имеет вид:

.                              (34)

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0 0

4
0

1 exp 2

exp

dx tH x S S i f d
x

C S S i t d

∞ ∞

∞

ω   = ω − π ω =   α ωα    

= α ω αω − ω ω

∫ ∫

∫
Заметим, что функция

( ) ( ) ( )
0

expS S i t d
∞

α ω αω − ω ω∫
 также является масштабно-временным сигналом, 

а энергия равна 

( ) 2 1
1 4

10
h

dE H C
∞ ω

= ω =
ω∫ . 

В теории обработки сигналов масштабно- 
временных сигналов функцию 

( ) ( ) ( ) ( ),
0

exps srl g S S i t d
∞

= α ω αω − ω ω∫  .

называют широкополосной функцией отклика  
сигналов, а выражение:

( ) ( ) ( )
2

0

( , ) expl t S S i t d
∞

Ξ α = α ω αω − ω ω∫

широкополосной функцией неопределенности. 
Необходимо заметить, что не выяснена группо-
вая природа широкополосных сигналов, а также  
не определен факт некоммутативности базовой 
операции. 

Вычислим квадрат нормы (энергию) масштабно- 
временного сигнала: 

( )

( )

2 1 1 2
0 2

0 0
2 2 1 2

( ) ( )exp ( )
( )

( )exp
l

G

S S i t S ds g d g dt
S i t d d

∞
∞ ∞ ∞

−∞

α ω αω ω ω ⋅ α
= α =

α
⋅ αω − ω ω ω

∫∫ ∫ ∫ ∫

 2 2
1 1 1

0 0

( ) ( ) S S
dS S d EA EM

∞ ∞ α
= ω αω ω = ⋅

σ∫ ∫ , (35)

где  2
1 1

0

( )SEA S d
∞

= ω ω∫  – норма сигнала в частотной  
                 области по аддитивной  
                                             мере (аддитивная энергия);

   

2
1

0

( )S
dEM S

∞ ω
= αω

ω∫  – норма сигнала в час- 
                                               тотной области по муль- 
                типликативной мере  
             (м ультипликативная  
                                                 энергия). 

Энергетический спектр масштабно-временного 
сигнала (МВС) запишем как преобразование  
Фурье от автокорреляционной функции. Известно, 
что корреляционная функция масштабно-
временного сигнала задается правилом

( )1( ) ( ) ( , )SSs g s g C r t−∗ = ⋅ α ,             (36)

·
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( )1 1 01
0 1

0 0

,
l l

t tr g g r−  −α
=  α α 

.                 (39)

Правая корреляционная функция обоб-
щенно стационарного сигнала в масштаб-
но-временной плоскости имеет представление: 

( ) ( )1 0 1 0 1 0 1,
r l
r g g r t t= α ∆ α + .

Да лее,  рассмот рим слу чайный МВС:   
( ) ( ) ( ), , ,lyy lxx l r

r t r t tα = α ∗Ξ α , 

где   ( ) ( ) ( )1, , ,
r r

t h t h t−Ξ α = α ∗ α  – правая КФ импуль-
сной характеристикию. 

С учетом (40) и,  полагая ( , ) ( , )lxxr t tα = δ α , 
запишем 

( ) ( )1 1 1
1 1 2

11 10

( ), ( , ) , ,lyy r r
t t d dtr t t t

∞ ∞

−∞

 − αα
α = δ α Ξ = Ξ α α α α 

∫ ∫ .

Таким образом, подавая на вход системы 
«белый» шум с корреляционной функцией  

( )( ) ( )( , ) lnt tδ α = δ α δ , на выходе системы сфор-
мируем процесс с корреляционной функцией 

( ),r tΞ α . Заметим, что в классе МВС отсутствует 
функция ( , )tδ α .  Тем не менее, построим аналог СП 
«близкого» к «белому» шуму. 

Зададим случайный процесс в форме гармони-
ческого представления: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, expsn t N H i t d
∞

α = ω αω − ω η ω∫    (40)

Здесь стохастическая мера определяется 
условием: 

( ) ( ){ } ( )1 2
1 2 1 2

1

E d d d d
δ ω − ω

η ω η ω = ω ω
ω

.   (41)

С учетом (40) корреляционная функция 
процесса будет иметь вид:

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

1 2 0 1 0 2
1 2

0 0 1 1 2 2 1 2

, ,
exp

N N H H
E n t n t

i t t d d

∞ ∞ ω ω αω αω ⋅
∆ α = =

⋅ − ω − ω η ω η ω
∫ ∫

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

1 2 0 1 0 2
1 2

0 0 1 1 2 2 1 2

, ,
exp

N N H H
E n t n t

i t t d d

∞ ∞ ω ω αω αω ⋅
∆ α = =

⋅ − ω − ω η ω η ω
∫ ∫

( ) ( ) ( )( )2 2
0 1 2

0

exp dN H i t t
∞ ω

= ω αω − ω −
ω∫ . (42)

Рассмотрим случай когда ( ) 2
N f C= , где C - 

константа. Тогда соотношение (42) перепишется:

·( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2
1 2 0

0

, , exp hh

t t t tdE n t n t C H z i r
∞ − −   ω

α α = − ω =   α ω α   
∫

·( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2
1 2 0

0

, , exp hh

t t t tdE n t n t C H z i r
∞ − −   ω

α α = − ω =   α ω α   
∫   .

С учетом ( ) ( ) 2
0

0

0 1hh
dr H

∞ ω
= ω =

ω∫  получим, 

что мощность процесса равна P C= .  Видно, что 

( )
0

lim hh
tr t

∆→

 → δ α 
 при уменьшении масштаба α  

масштабно-временная КФ  стремится к ( )tδ  – 
функции, т.е. по временной координате, СП  

 ( ) ( ) ( ) ( )0
0

, expn t C H i t d
∞

α = αω − ω η ω∫

является аналогом «белого» шума. Из условия 
(44) также следует, что КФ случайного МВС также 
является МВС. Мощность случайного МВС равна 

интегралу от произведения ( ) ( )2 2
0N Hω ω :  

( ) ( ) ( )2 2
0

0

0,1 dr N H
∞ ω

= ω ω
ω∫  .

Сформированный процесс инвариантен отно- 
сительно группы AM . Введенный двухпараметриче-
ский стационарный процесс обобщает известные 
модели однопараметрических процессов.

Обработка сигналов, согласованная с их 
симметрией

Как было показано выше при теоретико- 
групповом подходе процесс согласования алго-
ритма обработки гидроакустических сигналов  
сводится к определению алгоритмов, инвариант-
ных относительно выделенных преобразований. 
В данном пункте статьи рассмотрим класс одно-
параметрических групп преобразований, что 
позволит перейти от операторного представления 
к функциональному и получить конструктиввные 
выражения для оптимального приемника.

Для решения задачи обнаружения сигналов 
с известными характеристиками оптимальным 
приемником является согласованный фильтр (СФ) 
или коррелятор. Специфика обнаружения сигналов 
в условиях преобразований аргумента требует 
обобщения понятия СФ на случай симметрий 
сигнала отличных от сдвиговой.  Для произвольной 
однопараметрической группы преобразования 
(ОГП) времени ( )L t  определяем свертку [4, 5, 8]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 .

G
s t h t s h L t L d−∗ = τ − τ ξ τ τ  ∫   (43)

где ( )tξ  – оператор инфинитезимального преоб-
разования, устанавливающий изоморфизм между 
однопораметрическими подгрупами и подгруппой 
сдвигов времени.

Свертка (43) является частным случаем обоб-
щенной свертки (2). В работах [4-8] показано, что 
для g G∈  временное и спектральное представле-
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№ 4 (36) групповые модели сигналов и влияние среды

ние сигнала для произвольной ОГП имеет вид:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1 .

1 .
2

i t dt
g

G

i t dt
g

S s t e t dt

s t S e d

−

−

ω ξ −

∞
− ω ξ

−∞

 ∫ω = ξ



∫ = ω ω
 π

∫

∫
     (44)

Инвариантный базис, на произвольной однопа-
раметрической непрерывной группе преобразова-
ний, составляют функции вида: ( ){ }1exp i t dt−ω ξ∫ ,  
являющихся  неприводимыми  представлениями 
однопараметрической группы G . На основании 
(44), используя обычную методику построения СФ 
[10], легко получить выражение для коэффициента 
передачи. Действительно, отклик на полезный сиг-
нал равен:

( ) ( ) ( ) ( )1
2 1

1 exp .
2 g

T

s T S H i d d
∞

−

−∞

 
= ω ω ω ξ τ τ ω π  

∫ ∫

При отсутствии сигнала, отклик на помеху с 
энергетическим спектром ( )gN ω  определяется 
выражением:   

( ) ( ) 22 1 .
2 g gN H dσ = ω ω ω
π ∫

Отношение сигнал/помеха на выходе СФ  
находится из формулы:

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1

2

2

1 exp
2

.
1

2

g
T

T

g g

S H i d d
s T

d

N H d

∞
∗ −

−∞

∞

−∞

 
ω ω ω ξ τ τ ω π  = =

σ
ω ω ω

π

∫ ∫

∫

Полагая спектры ( )gS ω  и ( )gH ω  комплекс-
нозначными, на основании неравенства Коши- 
Буняковского, получим ( )max Td :

( )
( )

2
1 ,g

g

S
d d

H

∞

−∞

ω
= ω

π ω∫   

при ( ) ( )
( ) ( )1exp .g

g
g T

S
H const i d

N

∗
−ω  

ω = − ω ξ τ τ ω  
∫  

Фильтры, описываемые последним выраже-
нием, являются линейными нестационарными  
в привычном аддитивном масштабе времени, так 
как их параметры должны меняться во времени. Они 
обеспечивают максимальное отношение сигнал- 
помеха на выходе, и инвариантны относительно 
преобразований времени, задаваемых инфините-
зимальным оператором ( )tξ .

Выводы

1. Процесс влияния океанической среды 
на гидроакустический приводит к аддитивно- 
мультипликативному преобразованию сигнала, ко-
торое можно описать некоммутативной линейной 
группой преобразований.

2. Для выделенной группы преобразований 
наиболее «естественным» является представление 
в базисе неприводимых представлений, так как в 
этом случае параметр преобразования представ-
ляется в виде сдвига. 

3. Симметрия представления сигналов и 
средств обработки должна быть согласована  
с видом преобразования сигнала, так как это  
обеспечивает его минимальное представление,  
и как следствие, минимальные вычислительные  
и емкостные затраты.  

4. Соответствие между симметриями сигнала 
и средствами его обработки вытекает из принци-
па дуальности математических моделей сигнала и 
системы.  

5. Построение и выделение групп преобра-
зований необходимо проводить на основе анализа 
физических явлений, сопутствующих распростра-
нению сигнала и пространственно-временным 
разнесением, а также взаимной кинематикой  
объектов излучения и приема гидроакустических 
колебаний. 
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